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Introduccion
Si K es un cuerpo conmutativo designaremos con K[X] al dominio de
los polinomios de coecientes en K, en la indeterminada X. Ahora bien,
existe una analoga entre las aritmeticas de los anillos Z y Fq[X], donde
Fq es un cuerpo nito de q elementos. En efecto, ambos son eucldeos
y, por ende, factoriales, y las nociones de divisibilidad y sus propiedades
basicas son esencialmente las mismas. Por esto algunos autores llegan a
decir que Z y Fq[X] son dos mundos paralelos. Es, pues, natural que se
estudien en Fq[X] problemas aritmeticos analogos a los estudiados en Z.
En particular, la ley de la reciprocidad cuadratica no poda escapar a este
paralelismo. Por eso vale la pena distinguir estos dos mundos: el primero
lo apelaremos el mundo racional y al segundo el mundo polinomial.
El proposito de esta nota es presentar algunos resultados sobre las
soluciones de algunos tipos de congruencias de coecientes polinomiales
usando las leyes de reciprocidad en Fq[X].
En contraste con el numero de demostraciones de la ley de la recipro-
cidad cuadratica en Z (de la cual existan hasta hace poco por lo menos
152 demostraciones, 8 de las cuales debidas a Gauss), la historia de las
demostraciones de las leyes de reciprocidad en Fq[X] es muy corta. En
efecto, el caso particular q = p, primo impar, y d = 2, como extension di-
recta de la clasica ley de reciprocidad cuadratica, lo demostro Dedekind
[5] en el a~no 1857. El caso q = pr, donde p es un primo arbitrario,
y d = q   1 fue demostrado en 1928 por Schmidt [13] y por Carlitz
[2, 3] en 1932 y 1933. En este ultimo trabajo Carlitz indica que su
demostracion se puede extender al caso general. Ore la demuestra en
el caso general en 1934 e indica algunas posibles generalizaciones en un
extenso artculo [12]. Finalmente, en 1949 Hasse [7, paginas 100{103] da
una demostracion donde se requiere un conocimiento previo de resultados
basicos de la teora de cuerpos.
Con el n de facilitar la lectura, en la seccion 1 recordamos, sin
demostraciones, algunos resultados previos sobre la estructura y propie-
dades de los anillos Fq[X]=(h(X)).
En la seccion 2 introducimos los analogos del smbolo de Legendre en
Fq[X] y enunciamos y demostramos, siguiendo los lineamientos de Hasse,
el teorema que contiene la que podramos llamar la version polinomial
de las leyes de reciprocidad. Y, nalmente, en la seccion 3 aplicamos
lo anterior para resolver congruencias en Fq[X] analogas a congruencias
clasicas en Z, en el mismo espritu de la teora de numeros.
1 Algunos resultados preliminares
Para la comprension de lo que sigue suponemos un conocimiento elemen-
tal de las nociones basicas de la teora de anillos y de la teora de cuerpos:
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ideales, homomorsmos, anillos cocientes, teoremas de isomorfa, teo-
rema chino de los restos, polinomios sobre un anillo, derivada de un poli-
nomio, races de polinomios, races simples de un polinomio, extensiones
algebraicas de cuerpos, cuerpos de descomposicion, clausura algebraica
de un cuerpo, para citar algunas; veanse, por ejemplo, [6, 8, 9, 11].
Escribiremos A para denotar al grupo multiplicativo de los elemen-
tos invertibles de un anillo A. En particular, si A = K es un cuerpo,
tenemos K = K r f0g, y si K = Fq es un cuerpo nito el grupo multi-
plicativo K tiene q   1 elementos y es, ademas, cclico [6, pg. 361].
Al conjunto de los polinomios unitarios (monicos) de coecientes en
Fq lo designamos con M(q;X), mientras que al conjunto de los poli-
nomios irreducibles y unitarios de coecientes en Fq lo designamos con
P (q;X). Es claro que todo polinomio de Fq[X] tiene un unico repre-
sentante en M(q;X) por la relacion de equivalencia denida como sigue:
f(x)  g(X) si existe a 2 Fq tal que f(x) = a g(X). En particular, todo
polinomio irreducible tiene un unico representante en P (q;X). Por otra
parte, si f(x)  g(X) es facil ver que f(X) y g(X) generan el mismo
ideal: (f(X)) = (g(X)). Por estas razones, supondremos, salvo mencion
expresa contraria, que todos los polinomios de Fq[X] en consideracion
pertenecen a M(q;X).
En [6, pgs. 362{365], se encuentran demostrados los resultados con-
tenidos en las siguientes dos proposiciones.
Proposicion 1.1. Sean Fq y Xq  X 2 Fp[X]. Entonces
(a) q    = 0 para todo  2 Fq;
(b) todas las races de Xq  X son simples;
(c) el conjunto de las races de Xq  X es precisamente Fq;
(d) Fq es el cuerpo de descomposicion de Xq  X sobre Fp. X
Proposicion 1.2. Sean Fq un cuerpo nito y n  1 un entero.
Entonces subsisten las siguientes propiedades
(a) en una clausura algebraica 
 de Fq existe una y solo una extension
K de Fq de grado n;
(b) K = Fq[X]=(p(X)) donde p(X) 2 P (q;X) es de grado n;
(c) K = Fq(), donde  es la clase de X modulo p(X). Los elementos
1, , 2, : : : , n 1, conforman una base de K sobre Fq;
(d) K es isomorfo a Fqn y tiene por lo tanto qn elementos;
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(e) p(X) = (X   )(X   q)    (X   qn 1). X
Ahora bien, si a(X) 2 Fq[X], su clase modulo p(X) se puede escribir
en terminos de la base 1, , 2, : : : , n 1 en la forma
a() = 0 + 1+   + n 1n 1 ;
donde cada i 2 Fq. Usando que q =  para todo  2 Fq y que
(a+ b+   + z)q = aq + bq +   + zq ;
podemos escribir para a(X) 2 Fq[X]
a()q
i
= a(q
i
) ; (1)
con i = 0; 1;    .
Tambien, para expresar que dos polinomios a(X) y b(X) 2 Fq[X]
estan en la misma clase modulo el ideal (h(X)) escribimos a(X) 
b(X)(modh(X)). De modo que si f(t) 2 Fq[X][t], resolver la congruencia
f(t)  0(modh(X)) equivale a resolver la ecuacion polinomial f(t) = 0
donde f(t) es el polinomio en Fq[X]=(h(X))[t] cuyos coecientes son las
clases modulo (h(X)) de los coecientes de f(t).
Si denimos a
(h(X)) = card [Fq[X]=(h(X))] ;
como el analogo de la funcion indicatriz de Euler en Z, a saber,
'(m) = card(Z=mZ) (m > 0) :
Podemos vericar que en este caso se tiene una funcion multiplicativa 
denida sobre el monoide M(q;X). Es decir, una funcion que cumple
(h(X)g(X)) = (h(X))(g(X)) si m.c.d. (h(X); g(X)) = 1. Por otra
parte,
N(h(X)) = card [Fq[X]=(h(X))] ;
se llama la norma del polinomio h(X) o si se quiere la norma del ideal
(h(X)).
Analogamente al caso de los numeros enteros, un conjunto r1(X);    ;
rm(X) de polinomios en M(q;X) se dice un sistema completo de restos
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modulo el polinomio h(X) si dado un polinomio g(X) 2 Fq[X] existe un
ri(X) tal que g(x)  ri(X)(modh(X)).
La estructura del anillo Fq[X]=(p(X)v) se encuentra en las siguientes
proposiciones [1, 15].
Proposicion 1.3. Sea
p(X) = 0 + 1X +   + m 1Xm 1 +Xm 2 P (q;X) :
Si x designa a la clase de equivalencia de X modulo (p(X)v), entonces
(a) Fq[X]=(p(X)v) es una Fq{algebra de dimension vm y qvm elemen-
tos;
(b) 1; x;    ; xvm 1 es una Fq{base de esta algebra;
(c) si (a(X)) = (
Ps
k=0 kX
k) :=
Ps
k=0 kx
k), entonces (p(X)) :=
zv cumple las condiciones z
v
v = 0; z
k
v 6= 0 si 0  k < v;
(d) los polinomios unitarios de Fq[X] de grado estrictamente menor
que vm forman un sistema completo de restos modulo (p(X)v);
(e) el algebra Fq[X]=(p(X)v) contiene un cuerpo L isomorfo al cuerpo
Fq[X]=(p(X)) con el cual lo identicamos;
(f) la L{dimension de
Fq[X]=(p(X)v) = f0 + 1zv +   + v 1v 1 ; i 2 Lg ;
es v, una de cuyas bases (llamada canonica) es precisamente 1; zv;
: : : ; zv 1v . X
Proposicion 1.4. El grupo de las unidades de Fq[X]=(p(X)v) esta
dado por
Lv = L
  f1 + 1zv +   + v 1zv 1v ; i 2 Lg :
Este grupo tienen orden (p(X)v) = (qm   1)qm(v 1). X
Todo polinomio g(X) 2 Fq[X] tal que (g(X)) = g(x) genere a L
se dice una raz primitiva modulo p(X). Esto equivale a decir que dado
a(X) 2 Fq[X] existe un entero b tal que a(X)  g(X)b(mod p(X)).
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Utilizando los anteriores resultados y la version polinomial del teo-
rema chino de los restos, es posible calcular efectivamente N(h(X)) y
(h(X)) para todo h(X) 2 Fq[X].
Por otra parte, es posible demostrar que la clase de a(X) 2 Fq[X] es
invertible modulo h(X) si y solo si m: c:d:(a(X); h(X)) = 1 (la demostra-
cion sigue el modelo de la demostracion del resultado analogo en Z).
Podemos, pues, escribir la siguiente proposicion.
Proposicion 1.5. Si h(X) 2M(q;X) y p(X) 2 P (q;X), entonces
(a) Generalizacion del teorema de Euler. a(X)(h(X))  1(modh(X))
si m: c:d:(a(X); h(X)) = 1;
(b) Generalizacion del peque~no teorema de Fermat.
a(X)q
d 1  1(mod p(X)) ;
si p(X) - a(X). X
Finalizamos esta seccion con dos deniciones y una proposicion, las
cuales usaremos luego.
Sea L=K una extension de cuerpos nitos de grado [L : K] = n.
Entonces si jKj = pm, tenemos jLj = pmn. Si  2 L denimos la traza
de  sobre K por la relacion
trL=K() := + 
q +   + qn 1 2 K :
La traza trL=K : L! K es una aplicacion K{lineal. Tambien denimos
la norma de  sobre K por la relacion
nL=K() := 
q   qn 1 2 K :
Estas deniciones contienen el hecho de que tanto trL=K() como
nL=K() son elementos de K (para estos hechos, veanse, por ejemplo,
[1, 10]).
Para nalizar es seccion enunciamos sin demostracion la siguiente
proposicion [14].
Proposicion 1.6. Sea L=Fq una extension de grado n y  2 L.
Entonces el polinomio Xq  X    2 L[X] tiene una solucion en L si y
solo si trL=Fq() = 0. X
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2 Version polinomial del smbolo de Legendre
La exposicion que sigue la hemos tomado esencialmente de [7, pgs. 100{
103]. Empezamos con la siguiente proposicion que generaliza el criterio
de Euler del caso racional.
Proposicion 2.1. Sea d un entero positivo. Si q  1(mod d), en-
tonces la sucesion
1! (Fqr)(d) ! Fqr w! d ! 1 ;
donde (Fqr)(d) = fd ;  2 Fqrg, d es el grupo multiplicativo de las
races d{esimas de la unidad contenidas en Fq y w() = (q
r 1)d, es
exacta.
Demostracion. Claramente ! es un homomorsmo de grupos con
valores en d, pues w()
d = 1. Sea 
 una clausura algebraica de Fqr .
Dado  2 Fqr , existe  2 
 tal que d = . Ahora bien,  2 kerw
, (qr 1)=d = 1 = qr 1 ,  2 (Fqr)(d). Es decir, (Fqr)(d) = kerw.
Finalmente, dado  2 d existe  2 
 tal que (qr 1)=d = . Como
d = q
r 1 = 1, vemos que  2 Fqr , es decir, existe  2 Fqr tal que
w() = . X
La funcion w se extiende a todo Fqr haciendo w(0) = 0.
Veamos por que hemos dicho que esta proposicion generaliza el cri-
terio de Euler. Si tomamos p(X) 2 P (q;X), de grado r, entonces
L = Fqr = Fq[X]=(p(X)). Si d j q   1, y escribimos wP (X) en la an-
terior sucesion exacta en vez de w, denimos
(  j p(X))d := wP (X) ;
como el d{smbolo de Legendre. Podemos entonces escribir el criterio de
Euler como
(a(X) j p(X))d 

a(X)(N(p(X)) 1)=d(mod p(X)) si p(X) - a(X) ;
0 (mod p(X)) si p(X) j a(X) :
Como (  j p(X))d es un homomorsmo, resulta que
(i) (a(X)b(X) j p(X))d = (a(X) j p(X))d(b(X) j p(X))d;
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(ii) (1 j p(X))d = 1;
(iii) si  2 Fq[X] = Fq, entonces ( j p(X)) = N(p(X)) 1)=d 2 d,
puesto que p(X) - . Aqu d designa al grupo de las races d{
esimas de la unidad contenidas en Fq.
El resultado (iii) corresponde a una unica ley suplementaria de reci-
procidad como analoga a las leyes suplementarias de la reciprocidad
cuadratica en Z.
Tenemos el siguiente teorema de reciprocidad para el d{smbolo de
Legendre.
Proposicion 2.2. Sean p(X); g(X) 2 P (q;X), de grados r y t,
respectivamente. Si d j q   1, entonces
 
g(X) j p(X)
d
= ( 1)rt(q 1)=d p(X) j g(X)
d
:
En particular, si p = 2 tenemos
 
g(X) j p(X)
d
= ( 1)rt p(X) j g(X)
d
:
Demostracion. Sea 
 una clausura algebraica de Fq, en la cual
p(X) = (X   )(X   q)    (X   qr 1) ;
y sea L = Fq() = Fq[X] =(p(X))  
. En L[X] podemos denir el
smbolo de Legendre
 
a(X) j (X   )0
d
 a(X)[N(X ) 1]=d(modX   ) :
Como N(X   ) = qr en L, vemos que
 
a(X) j (X   )0
d
 a(X)(qr 1)=d(modX   ) :
Pero
 
a(X) j p(X)
d
 a(X)(qr 1)=d(mod p(X)) ;
implica que
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 
a(X) j p(X)
d
 a(X)(qr 1)=d(mod(X   ) :
Luego
 
a(X) j (X   )0
d
=
 
a(X) j p(X)
d
:
Por otra parte, si a(X) 2 Fq[X], designemos con a() su clase modulo
p(X), de modo que a() 2 L. Pero a() = a0 + a1 +    + ar 1r 1,
aj 2 Fq, de modo que a()qi = a0 + a1qi +    + ar 1qi(r 1), pues
aq
i
j = aj ya que aj 2 Fq. Por lo tanto, en L
 
a(X) j (X   )0
d
= a()(q
r 1)=d = a()[(q
r 1)=(q 1)][(q 1)=d]
= a()(1+q++q
r 1)(q 1)=d
=
h
a() a(q)    a(qr 1)
i(q 1)=d
:
De aqu resulta que en L
 
a(X) j p(X)
d
=
h
a() a(q)    a(qr 1)
i(q 1)=d
; (2)
donde , q, : : : , q
r 1
son las races de p(X). Pero
a() a(q)    a(qr 1) = a() a()q    a()qr 1 = nL=Fq(a()) 2 Fq :
Luego (8) es valida en Fq. Sea ahora
g(X) = (X   )(X   q)    (X   qt 1) ;
la descomposicion de g(X) en 
[X], si g(X) 2 P (q;X). Entonces
 
g(X) j p(X)
d
=
r 1Y
i=0
g(q
i
)(q 1)=d =
r 1Y
i=0
t 1Y
j=0
(q
i   qj )(q 1)=d
= ( 1)rt(q 1)=d p(X) j g(X)
d
: X
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La demostracion anterior es distinta a la dada en [2] por Carlitz.
En particular, si tomamos d = 2 y q = p un primo impar, obtenemos
el resultado de reciprocidad cuadratica demostrado por Dedekind en 1857
[5], a saber,
 
g(X) j p(X)
2
= ( 1)rt(p 1)=2 p(X) j g(X)
2
:
El caso d = q   1
 
g(X) j p(X)
q 1 = ( 1)rt
 
p(X) j g(X)
q 1 ;
fue demostrado en 1928 por Schmidt [13] y por Carlitz en 1932 y 1933
[2, 3].
En [2] Carlitz generaliza
   j p(X)
q 1 a un smbolo de Jacobi. Si
f(X) = p1(X)    ps(X) 2M(q ;X) ;
es la descomposicion de f(X) en irreducibles pj(X) 2 P (q;X) (cada uno
de ellos aparece repetido segun su multiplicidad), denimos el d{smbolo
de Jacobi por la expresion

a(X)
f(X)

d
:=

a(X)
p1(X)

d
  

a(X)
ps(X)

d
:
Ahora bien, si
g(X) = q1(X)    qt(X) 2M(q ;X) ;
es la descomposicion canonica de g(X), y hacemos i = grado(pi(X)) y
j = grado(qj(X)), vemos que

g(X)
f(X)

d
=
tY
j=1
sY
i=1

qj(X)
pi(X)

d
=
tY
j=1
sY
i=1
( 1)ij(q 1)=d

pi(X)
qj(X)

d
= ( 1)(1++s)(1++t)(q 1)=d

f(X)
g(X)

d
:
Como grado(f(X)) = m =
P
i i y grado(g(X)) = n =
P
j j , obten-
emos
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
g(X)
f(X)

d
= ( 1)mn(q 1)=d

f(X)
g(X)

d
;
que podemos considerar como expresion de las leyes de reciprocidad para
el d{smbolo de Jacobi.
3 Sobre la solubilidad de algunas congruencias
En esta seccion utilizaremos lo expuesto anteriormente para dar condi-
ciones necesarias y sucientes sobre la solubilidad de algunas congruen-
cias en Fq[X]. Los resultados son analogos de resultados conocidos en el
caso de Z.
Empezamos con la siguiente proposicion.
Proposicion 3.1. Sean p(X) 2 P (q;X), de grado n, a(X) 2 Fq[X],
tales que m.c.d.(a(X); p(X)) = 1. Si d j q   1, entonces la congruencia
td  a(X)(mod p(X)) ;
es soluble si y solo si

a(X)
p(X)

d
= 1.
Demostracion.
()) Sea t(X) una solucion de la congruencia dada. Entonces p(X) -
a(X), por hipotesis. Por el teorema de Fermat (Proposicion 1.5,
(b)), tenemos
a(X)(q
n 1)=d  (t(X)d)(qn 1)d  t(X)qn 1  1(mod p(X)) ;
lo cual muestra que

a(X)
p(X)

d
= 1.
(() Recprocamente, tomemos una raz primitiva g(X) modulo p(X),
de modo que
a(X)  g(X)b(mod p(X)) ; b entero :
Como, por hipotesis,

a(X)
p(X)

d
= 1, obtenemos
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a(X)(q
n 1)=d  g(X)b(qn 1)=d  1(mod p(X)) :
Esto implica que qn   1 divide a b(qn   1)=d (por el teorema de
Lagrange para los grupos nitos) y, por lo tanto, d j b, es decir,
b = kd para algun entero k. Es claro ahora que t(X) = g(X)k es
una solucion de la congruencia dada. X
Proposicion 3.2. Sea m  1 un entero, p(X) 2 P (q;X), de grado n
y d = m.c.d.(m; qn   1). Entonces la congruencia tm  a(X)(mod p(X))
tiene d soluciones si y solo si

a(X)
p(X)

d
= 1.
Demostracion. Sea g(X) una raz primitiva modulo p(X). Podemos
escribir entonces a(X)  g(X)b(mod p(X)) y t(X)  g(X)y(mod p(X)).
()) Sea t(X) una solucion de la congruencia dada. Es claro que p(X) -
t(X), luego, por el teorema de Fermat (proposicion 1.5, (b)),
(t(X)m=d)q
n 1  1(mod p(X)) :
Pero entonces
a(X)(q
n 1)=d  (t(X)m)(qn 1)=d  (t(X)m=d)qn 1
 1mod p(X)) ; (3)
lo cual signica que

a(X)
p(X)

d
= 1.
(() Recprocamente, la congruencia tm  a(X)(mod p(X)) es equiva-
lente a la congruencia my  b(mod qn 1), la cual, por un teorema
clasico de la teora de numeros es soluble si y solo si d j b, en
cuyo caso hay exactamente d soluciones. Si ahora

a(X)
p(X)

d
= 1,
tenemos
a(X)(q
n 1)=d  1(mod p(X)) ;
y entonces
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a(X)(q
n 1)=d  (g(X)b)(qn 1)=d  g(X)b(qn 1)=d)  1(mod p(X)) :
Esto implica que qn 1 divide a b(qn 1)=d, lo cual fuerza a que d j b,
lo cual, a su vez, es equivalente a la solubilidad de la congruencia
propuesta. X
Consideremos ahora la congruencia
tq   t  a(X)(mod p(X)) ; (4)
donde a(X) 2 Fq[X], p(X) 2 P (q;X) y grado(p(X)) = n. La siguiente
proposicion contiene una condicion necesaria y suciente para que esta
congruencia sea soluble.
Proposicion 3.3. Sea L = Fq[X]=p(X)). La congruencia (3) es
soluble en Fq[X] si y solo si trL=Fq(a(X))  0(mod p(X)).
Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la proposicion
1.6. X
Pero en [4] se encuentra la siguiente proposicion.
Proposicion 3.4. Sean
p(X) = c0 + c1X +   +Xn 2 P (q;X) ;
y
p0(X) = c1 + 2c2X +   + nXn 1 :
Si
p0(X)a(X)  b0 + b1X +   + bn 1Xn 1(mod p(X)) bi 2 Fq ;
entonces trL=Fq(a(X))  bn 1(mod p(X)).
Combinando las dos anteriores proposiciones, encontramos otro cri-
terio de solubilidad de la congruencia (3).
Proposicion 3.5. Si grado(p(X)) = n, la congruencia (3) es soluble
si y solo si p0(X)a(X) es congruente modulo p(X) a un polinomio de
grado estrictamente menor que n  1. X
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